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Рассматривается оптимизационная задача планирования потоков на сети, удов-

летворяющей ограничениям по дугам и вершинам на их пропускную способность на 
примере планирования и организации вагонопотоков. Приводится эффективный при-
ближенный метод решения многоэкстремальных задач дискретного программирования 
класса синтеза сетей с нелинейными функциями затрат на потоки по дугам и узлам 
сети. Приближенный алгоритм основан на линеаризации ограничений, что позволяет 
получить частично-целочисленную задачу дискретного программирования. Для решения 
приближенной задачи предлагается двухсторонний итерационный метод определения 
плана, близкого к оптимальному плану исходной задачи. Приводятся описание алгорит-
ма решения задачи и анализ эффективности метода по экспериментальным расчетам. 

 
Ключевые слова: потоковые задачи, задачи синтеза сетей, динамическое про-

граммирование, частично-целочисленная задача, локально-оптимальное решение, итера-
тивный алгоритм, транспортная сеть, организация вагонопотоков, план формирования, 
маршрутизация перевозок.  

 
Большинство задач организации транспортных потоков имеют 

схожие точки формирования затрат, экономию которых предполагают 
целевые функционалы постановок оптимизационных задач. К приклад-
ным задачам в этой области относятся оптимальная организация вагоно-
потоков, маршрутизация пассажирских потоков в мегаполисе, задача син-
теза сети для оптимизации потоков и другие. Развитие методов расчета 
оптимальных планов для вышеперечисленных задач с учетом сущест-
вующих ресурсных ограничений (на пропускные способности участков 
сети, мощностей узлов сети по переработке потока) и возможности их 
развития актуально как с теоретической, так и практических точек зрения. 
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NP-сложность решения потоковых задач актуализирует развитие при-
ближенных методов решения задач управления движением материальных 
и информационных потоков во времени и в пространстве от пунктов про-
изводства до пунктов потребления.  

 «Хотя точные методы математически изящны и логически строй-
ны, как отмечает Ю.Ю. Финкельштейн, возможности их при решении за-
дач значительных размеров ограничены. Это постепенно выяснилось по 
результатам машинного эксперимента и решением прикладных задач. За 
последние годы это было подтверждено также рядом теоретических ис-
следований. Не удивительно поэтому, что резко возрос интерес к при-
ближенным методам дискретного программирования» [18]. В работах [2-
11, 17] рассматриваются многоэкстремальные задачи размещения с нели-
нейной функцией цели и линейными ограничениями. 

В данной работе приведен приближенный метод решения потоко-
вых задач дискретного программирования на примере определения плана 
формирования одногруппных поездов [1], для решения которого сущест-
вует много, в основном, эвристических алгоритмов. К числу точных алго-
ритмов относится алгоритм ветвей и границ, который легко модифициру-
ется для получения решения при наложении ограничений на число путей 
под накопление поездов. В работах [2-11, 17] рассматриваются многоэкс-
тремальные задачи размещения с нелинейной функцией цели и линейны-
ми ограничениями и задача организации вагонопотоков.  

Планирование и организации вагонопотоков региональной транс-
портной сети – одна из важнейших и сложнейших проблем в работе же-
лезных дорог. Эта проблема постоянно привлекает к себе внимание науч-
ных и практических работников железнодорожного транспорта. Задача 
определения плана формирования поездов является частным случаем за-
дачи синтеза сетей [15, 16].  

Математическая модель задачи оптимальной организации вагоно-
потоков региональной транспортной сети формулируем следующим об-
разом: пусть на орграфе ( )E,MG  с множеством вершин M  и дуг 

MMMjijiE ×⊆∈= },  :),{(  задано непустое множество 
MMEMjijiA ×⊆⊆∈= }, :),{( , называемое множеством назначений 

(струи), с мощностями элементов 0≥ija . Известно Ajis ⊆= )},({S   – 
множество допустимых маршрутов, S  =n  – количество допустимых 
маршрутов. Первая вершина i  в паре ),( ji  называется началом, вторая j  
– концом назначения 0≥ija  или маршрута ),( jis . Их также будем обо-
значать через )(si  и )(sj , соответственно.  Требуется определить множе-
ство маршрутов ESAS ⊆⊆)(  и пAnAS ≤= )()(  число маршрутов, и 
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поток )(Ax  по этим маршрутам )(  ASs∈ , доставляющий минимум функ-
ции суммарных затрат  
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),(  ),(),(  ),,(),( ASssEsqeyyy psqsspqe ∈∈= +−  

sy  – число подвижных единиц, отправляемых по маршруту ),(  ASs∈  
)( −−

qsqs yf  ( )( ++
psps yf  ) – затраты связанные с обработкой подвижных 

единиц −
qsy  в начале )(eq   (

+
psy  в конце )(ep  ) дуги )(),( sEpqe ∈  входя-

щей в маршрут ),(  ASs∈  
))(),(( ASAxz  – суммарные затраты полученные в результате вы-

полнения перевозки всех существующих назначений ,0≥ija  ),( Ajie ∈  
по полученным маршрутам ),(  ASs∈  

),( sqA−
 ( ),( spA+  ) – множество дуг )(),( sEjie ∈ , потоки 0≥ija  

которых проходят через начало )(eq дуги )(),( sEpqe ∈  (конечную вер-
шину )(ep  дуги )(),( sEpqe ∈  ) маршрута )(  ASs∈ . 

Оптимальное множество маршрутов SAS ⊆)(  и оптимальное чис-
ло маршрутов )()( ASAn =  определяются в процессе решения задачи.  

Конечную последовательность дуг ),,((),( 111 jiiejis ==  
),,( 2122 jjie = ),...,,( 333 jie ),,( 1 kkkk jjie −= )),( ..., jjie

sss kkk =  назовем маршру-
том, где )(),( ASjis ∈  – номер маршрута,   )(,...,2,1 Ans = , MsM ⊆)( –
 множество вершин, )()( ASsE ⊆  – множество дуг принадлежащих мар-
шруту ),( jis . Обозначим ijjisejisjie kkkkkk

xxx ==),(),(  – объем потока (количе-
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ство подвижных единиц), отправляемых по дуге ),( kkk jie , skk ≤≤1  мар-
шрута )(),( ASjis ∈ . Каждому потоку Apqe ∈),(  соответствует число 

0≥ea  , называемое объём назначения e . Будем считать, что дуга (назна-
чение, струя) epqe =),(  является участковым маршрутом, если 

1)()( += eqеp , т.е. две соседние пункты образуют самостоятельный уча-
стковый маршрут.  

Возможны следующие взаимные положения дуги Apqe ∈),(  и 
маршрута )(),( ASjis ∈ : 

1) Дуга Apqe ∈),(  является вложенным в маршрут, если имеет ме-
сто условие )()()()( sjepeqsi ≤<≤  и обозначается )(),(),(),( Asjispqpqe ⊆∈=  

)),(),(),(( pqejispqe = ;  
2) Дуга Apqpqe ∈= ),(),(  маршрут )(),( ASjis ∈  пересекаются в 

начале маршрута, если имеет место условие )()()()( sjepsieq ≤<<  и обо-
значается ),(),( jispqe × )),(),(( ∅≠jispqe  ; 

3) Дуга Apqpqe ∈= ),(),(  и маршрут )(),( ASjis ∈  пересекаются в 
конце маршрута, если имеет место условие )()()()( epsjeqsi <<≤  и обо-
значается ),(),( pqejis × )),(),(( ∅≠jispqe  ; 

4) Дуга Apqpqe ∈= ),(),(  и маршрут )(),( ASjis ∈  не пересекают-
ся, если имеет место условие )()( eqsj <  или )()( siep <  

)),(),(( ∅=jispqe  . 
Аналогично можно определить взаимные положения двух мар-

шрутов )(),(  ),,( 222111 ASjisjis ∈ :  
a) Маршрут )(),( 211 ASjis ∈  является вложенным в маршрут 

)(),( 222 ASjis ∈ , если имеет место условие )()()()( 22111122 sjsjsisi ≤<≤  (и 
обозначается )(),(),( 222111 Asjisjis ⊆∈  или )),(),(),(( 11222111 jisjisjis = ;  

б) Маршруты )(),( 211 ASjis ∈  и )(),( 222 ASjis ∈  пересекаются, если 
имеет место условие )()()()( 22112211 sjsjsisi ≤<<  или )()()()( 11221122 sjsjsisi ≤<<  
(и обозначается )),(),(( 222111 ∅≠jisjis  ; 

в) Маршруты )(),( 211 ASjis ∈  и )(),( 222 ASjis ∈  не пересекаются, 
если имеет место условие )()( 2211 sisj <  или )()( 1122 sisj <  (и обозначается 

∅=),(),(( 222111 jisjis  ). 
Два пересекающиеся маршрута могут быть объединены в один 

маршрут. Вагонопоток 0),( ≥pqea  может, отправляется маршрутом sjis =),( , 
если дуга epqe =),(  принадлежит маршруту sjis =),(  

))()()()( ),,(),(( sjepeqsijispqe ≤<≤∈ . 
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Каждой дуге )(),( sEjie ∈=  и вершинам MsMji ⊆∈ )(,  маршрута 
)()(),( ASsEsjis ⊆∈=  соответствуют неотрицательные вогнутые неубы-

вающие функции затрат. Эти функции зависят от значения потоков 
,esx ,−isy  +

jsy . Т.е. )(  ),(  ),( +++−−− === jsjsjsisisisesees yffyffxϕϕ , MsMji ⊆∈ )(, , 
0)0(  ,0)0(  ,0)0( === +−

jsises ffϕ .  
Обозначим  )()()()),((

)()(
ss

sMk
ksks

sEe
ess yfyfxjis ++=Ψ ∑∑

∈∈

ϕ  затраты свя-

занные с потоком ),(),( jispqex  по маршруту ),( jis , где ),,((),( 111 jiiejis ==   
),,( 2122 jjie = ),,( 333 jie ..., )),( jjie

sss kkk =  - маршрут,   ))(( kksi eiy
k

- число 
подвижных единиц, обрабатываемых на вершине )()( sMei kk ∈  дуги 

),( kkk jie . Здесь )()()( 11 sMejei kkkk ∈=++  и )()()( 11 sMeiej kkkk ∈=−− , 
)(),(1 sMjjsMii

sk ∈=∈= , skk ,...,2,1= . 
Здесь вагонопоток рассматривается как число вагонов, обрабаты-

ваемых на каждой сортировочной станции ),( jisik ∈ , и определяется 
формулой 
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Маршрут ),(),(),( 222111 jisjisjis = , полученный в результате 
слияния двух маршрутов ),( 111 jis  и ),( 222 jis , называется их объединени-
ем. А маршруты ),( 111 jis  и ),( 222 jis  называются под маршрутами (компо-
нентами, составляющими) маршрута ),( jis . В процессе определения ло-
кально оптимальных потоков задачи (1)-(3) используем следующие пре-
образования:  

1. Если имеет место ),(),(),( 222111 jisjisjis =  и неравенство 
)),(()),(()),(( 222111 21

jisjisjis sss Ψ+Ψ<Ψ ,    (4) 
то следует объединить два маршрута ),( 111 jis  и ),( 222 jis  в один маршрут 

),(),(),( 222111 jisjisjis = . 
2. Если имеет место ),(),(),( 222111 jisjisjis =  и неравенство  

)),(()),(()),(( 222111 21
jisjisjis sss Ψ+Ψ>Ψ ,    (5) 

то необходимо разбить маршрут ),(),(),( 222111 jisjisjis =  на два мар-
шрута ),( 111 jis  и ),( 222 jis . 

3. Если имеет место ),(),( 111 jispqe ∈  и неравенство  
)),(\),(()),(),(()),(()),(( 111222222111 1221

pqejispqejisjisjis ssss Ψ+Ψ>Ψ+Ψ  , (6)  
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то необходимо вагонопоток ),( pqea  исключить из маршрута ),( 111 jis  и 
включить в маршрут ),( 222 jis . Имеет место следующая теорема. 

Теорема 1. Если (1) - выпуклая вверх функция и для множества до-
пустимых маршрутов S  на графе не существуют маршруты 

)(),( 111 ASjis ∈ , ,),( 222 Sjis ∈ )(),( ASjis ∈  и вагонопоток ),( pqea , удовле-
творяющих одно из условий (4) – (6), то множество допустимых маршру-
тов )(AS  на данном графе будет локально оптимальным планом (реше-
нием) задачи (1) – (3). 

Доказательство. Из выпуклости вверх функции (1) следует, что 
ею минимум достигается на вершинах выпуклого многогранника (2) – (3). 
Это означает, что в оптимальном плане  ),( qpspqe ax = или  0),( =spqex . Если 
ни одна из условий (4) – (6) не имеет место, то при переходе к любой со-
седней вершине плана ))( ),(( ASAx  значения функции (1) не уменьшает-
ся. Следовательно, ))(),(( ASAx  – локально оптимальный план. Если име-
ет место одно из условий (4)-(6), то соответствующее этому условию пре-
образование 1 – 3 уменьшает значения функции (1). План, полученный 
после конечного числа преобразования по этим правилам, также удовле-
творяет ограничениям (2) – (3), следовательно, он будет допустимым 
планом. Из конечности вершин выпуклого многогранника (2) – (3), сле-
дует, что число преобразования конечное.  

Для решения задачи (1) – (3) предлагается двухсторонний итера-
ционный метод определения плана, близкого к оптимальному плану. 
Аналогичный односторонний итерационный метод, приводится в [2]. 
Общая схема метода изложена в работах [3, 4]. Формальное описание 
двухстороннего метода определения оптимального плана многоэкстре-
мальной задачи типа размещения приводится в работах [4, 10].  

Обозначим через ))(( ASH x  множество планов, удовлетворяющих 
соотношениям (2) – (3). 
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∫
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t
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Кусочно-линейные функции  
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)( λ , аппроксимируют функции )( qpsqps xϕ , , )( ss yf  на отрез-

ках bxqps ′′≤≤′′δ , byis ≤≤′δ , bys ≤≤δ , соответственно, )( isis yf  с любой 
точностью при достаточно больших значениях l ′′ , l′ , l . Здесь переменные 

qpskλ ,  iskλ , skλ  равны единице, если [ )1, +′′′′∈ kkqps bbx , [ )1, +′′∈ kkis bby , 
[ )1, +∈ kks bby , соответственно, в других случаях – нулю. Тогда задачу (1) –

 (3) можно аппроксимировать следующей задачей: найти план 
))(())(),(( ASHASAx x∈ , обращающий в минимум функцию  
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  (7) 

][))(),((
1)( 1)(

),().(
)(),( 1

),( s

l

k
sksk

sMi
isisk

l

k
isk

ASs
spqeskpqe

sEpqe

l

k
skpqe ydydxdASAxz ∑∑ ∑∑ ∑ ∑

=∈

′

=∈ ∈

′′

=

++= λλλ . 

На практике функция (7) задается не в аналитической форме (1), а в 
виде таблиц задаются значения kqpsd ′′ ,  kisd ′ , skd , 

1,...,3,12  ,,...,3,2 −== pqmp , mi ,...,2,1= , Ss∈ , lk ′′=′′ ,...,2,1 , 
lk ′=′ ,...,2,1 , lk ,...,2,1= .  

К последней задаче можно было бы применить метод динамиче-
ского программирования, перебирая различные маршруты )(ASs∈  так, 
чтобы выполнялись условия ))(())(),(( ASHASAx x∈ , ),()()()( sjepeqsi ≤≤≤  
и решая соответствующие задачи для сепарабельной целевой функции с 
линейными ограничениями. Здесь )(åq  – начало, )(åp  – конец дуги 

epqe =),(  с назначением qpa . Число решаемых задач сепарабельной целе-
вой функцией с линейными ограничениями будет расти экспоненциаль-
но, поэтому этот метод практически не пригоден. Ниже описан прибли-
жённый метод решения (7), где надо решать не более 

mellmmlAn ×=
−

<<
2

)1()(  задач, где m  число вершин в исходном графе 

(число транспортных узлов), l  – число точек разбиения интервала допус-

 18 



тимых значений  ,sy
 

me  – число назначений (дуг Ss∈  в заданном гра-
фе), n(A)  – число допустимых маршрутов для потока A .  

Допускаем, что функции 
t

tqps )(ϕ
,

t
tfis )( ,

t
tfs )(  – неотрицательные и 

невозрастающие, т.е. 1+≥ qpskqpsk dd , ,1,...,2,1 −′′= lk  1+≥ iskisk dd , 
1,...,2,1 −′= lk , ,1+≥ sksk dd  1,...,2,1 −= lk , 1,...,3,12  ,,...,3,2 −== pqmp , 

mi ,...,2,1= , )( ASs∈ .  
Если бы заранее были известны оптимальные значения маршрутов 

,sy )(ASs∈ , можно было бы заменить ),( qpsqps xϕ ),( isis yf )( ss yf  соответст-
вующими линейными аппроксимациями и, решив получившуюся задачу 
сепарабельной целевой функцией с линейными ограничениями, получить 
точное решение (7).  Подробное описание метода для решения многоэкс-
тремальных задач типа размещения с дополнительными ограничениями 
на переменных и результаты вычислительных экспериментов приведены 
в работах [2 – 15, 17]. В данной работе метод, изложенный в работах [2 –
 15, 17], обобщается и модифицируется для решения более сложной зада-
чи организации вагонопотоков [1, 4, 10, 15], чем многоэкстремальные за-
дачи типа размещения [2 – 15, 17]. Введём следующие обозначения: 

,)( lAnlne ×=×  может быть 
2

)1()( −
===

mmmeAnne . ),( rSgr τ  - массив 

маршрутов, полученных при наибольших значениях γ ′′qpsd , γ ′isd , γsd  (т.е. 
при ),,( γγγτ ′′′= ), в функции )(xz , ],..1[ neSgr  ,][ kskSgr =  ),( rSlr τ - мас-
сив маршрутов, полученных при наименьших значениях γ ′′−′′lqpsd , γ ′−′lisd , 

γ−sld  (т.е. при ),,( γγγτ −′−′′′−′′= lll ), в функции )(xz , ],..1[ neSlr  
,][ kskSlr =  ),(ASsk ∈  ],

2
[,...,2,1 l ′′

=′′γ  ],
2

[,...,2,1 l′
=′γ

 
],

2
[,...,2,1 l

=γ
 

,,...,2,1 ner =  ,1,...,3,12  ,,...,3,2 −== pqmp ,,...,2,1 mi = srASsr ≠∈  ),(, . 
),( rStek τ - локально оптимальный план в окрестности планов 

),,( rSgr τ ),,( γγγτ ′′′=  и ),,,(  ),,( γγγττ −′−′′′−′′= lllrSlr  ],..1[ meStek  

,][ kskStek =  ,,...,2,1 mek =  ,
2

)1)(2( −−
+=

ppqk  ,1,...,3,12  ,,...,3,2 −== pqmp  

),()( kk sjpqsi ≤≤≤  ,see∈  ],
2

[,...,2,1 l
=γ

 
ner ,...,2,1= . 

),( rSop τ  – рекордно-оптимальный план среди локально оптималь-

ных планов ),( rStek τ , ],..1[ meSop  ,][ seeSop =  see∈  ],
2

[,...,2,1 l
=γ

 
,,...,2,1 ner = ., γγτ −= l  
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Обозначим через ))(( ASH x  множество планов, удовлетворяющих 
соотношениям (6).  

Имеет место следующая очевидная теорема.  
Теорема 2. Если ))(( ASH x  – непустое множество и  

)}},({min)(;:max{ 1))((

*
1

)( )(
),(

)1( xTxTxyyy
ASHxrMq rMpq

rpqerrr
x∈

∈ ∈<

=== ∑ ∑  

)}},({min)(;:max{ 2))((

*
2

)( )(
),(

)2( xTxTxyyy
ASHxrMq rMpq

rpqerrr
x∈

∈ ∈<

=== ∑ ∑  

где 

{ }








∈⊆∈≥== ∑
∈ )(

),(),(),( )(  ,),(  ,0 ,:)(),())((
ASs

spqepqespqex ASsEApqexaxASAxASH  

),()()(                

][),(

)()(),(
),(),(

)1(

){

)1(

\ )(),(
),(

)1(
),(1

rrir
rMi

ir
rEpqe

rpqxrpqe

ss
sMi

isis
rSs sEpqe

spqespqe

yfyfx

ycycxcSxT

+++

+++=

∑∑

∑∑ ∑

∈∈

∈∈ ∈

ϕ
 

),()()(                

][),(

)()(),(
),(),(

)2(

){

)2(

\ )(),(
),(

)2(
),(2

rrir
rMi

ir
rEpqe

rpqxrpqe

ss
sMi

isis
rSs sEpqe

spqespqe

yfyfx

ycycxcSxT

+++

+++=

∑∑

∑∑ ∑

∈∈

∈∈ ∈

ϕ
 

,)(
1

)(

)(

1

1

)(

)(

1
∑ ∑ ∑ ∑
−

= +=

−

= +=

+=
k

siq

sj

kp

k

siq

sj

kp
qpskpsqksks xxxsigny

 
,

)( )(
),(∑ ∑

∈ ∈<

=
sMq sMpq

spqes xy

 ),(),(  ,\)(  ,  ,  , )2()1()2()1()2(
),(

)1(
),( sEpqerASscccccc ssisisspqespqe ∈∈≥≥≥  

то имеет место неравенство ),(  ,)2()1( rMiyy irir ∈≥  )(   ,)2()1( ASryy rr ∈≥ . 
Аналогичные теоремы для задач выпуклого программирования и 

многоэкстремальных задач типа размещения приведены в работах [2 – 4, 17].  
Последовательно для всех ner ,...,2,1=  и ),,( τττι ′′′= , 

)(,  γγτ ′′−′′′′=′′ l ),(,  γγτ ′−′′=′ l ),(,  γγτ −= l  определяется план ),,,(( Arx τ  
)),,( ArS τ ))(( ASH x∈ , т.е. структуры и составляющие назначения 

 ,qpqpr ax = маршрутов srASr ≠∈    ),( , оценивающие сверху и снизу зна-

чения потоков ),(),( prqrrpqe yyy = .  

В этих целях для ]
2

[,,2,1 l ′′
=′′ γ , ]

2
[,,2,1 l′

=′ γ ,
 

]
2

[,,2,1 l
=γ , ,γ ′′  ,γ ′  γ - номера аппроксимации, ][β  – целая часть 

числа β , и решается задача минимизации функции (7). В этих целях для 
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каждого rASs \)(∈  выбираются первые аппроксимации функции 
)( qpsqps xϕ , )( isis yf , )( ss yf , т.е. берем ,1=′′=′′ γτ ,1=′=′ γτ ,1== γτ  ,γ ′′  ,γ ′  γ  –

 номера аппроксимации, и решается задача минимизации функции  

rrk

r

k
rk

rEpqe rMi

l

k
irirkirk

l

k
rkpqerkpqerkpqe

ss
sMi

isis
rASs

spqe
sEpqe

spqer

ydydxd

ydydxdASAxF

λλλ

τττι

∑∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑

=∈ ∈

′

=

′′

=

∈
′

∈ ∈
′′

++

+++=

1)(),( )( 11
),(),(),(

)(\)(
),(

)(),(
),( ][))(),((

, 
(8)  

где 
),(,  ),(,  ),(,   ),,,( γγτγγτγγττττι −=′−′′=′′′−′′′′=′′′′′= lll  

]
2

[,...,2,1  ],
2

[,...,2,1  ],
2

[,...,2,1 lll
=

′
=′

′′
=′′ γγγ  

на множестве ))(( ASH x .  
Затем выбираются их последние аппроксимации, т.е. при 

,1−′′=′′−′′=′′ ll γτ ,1−=′−′=′ ll γτ  1−=−= ll γτ , и повторно решается задача мини-
мизации функции (8) на множестве ))(( ASH x . Решение пары задач, опре-
деляют планы  

)),,,,((),,,( rSHrx x γγγγγγ ′′′∈′′′  
)),,,((),,,( γγγγγγ −′−′′′−′′∈−′−′′′−′′ lllSHrlllx x )(),,,( ASrS ∈′′′ γγγ , 

),(),,,( ASrlllS ∈=′−′′′−′′ γγγ  доставляющие минимум функции (8). Так 

как функции 
t

tqps )(ϕ
,

t
tfis )( ,

t
tfs )(  – невозрастающие функции, то имеют 

место неравенства γγ ′′−′′′′ ≥ lqpsqps dd , ],
2

[,...,2,1 l ′′
=′′γ  γγ ′−′′ ≥ lisis dd , ]

2
[,...,2,1 l′

=′γ , 

,γγ −≥ sls dd  ],
2

[,...,2,1 l
=γ  ],

2
[,...,2,1 l

=γ  1,...,3,12  ,,...,3,2 −== pqmp , 

mi ,...,2,1= , )(ASs∈ .  
Следовательно, из теоремы 2 следуют неравенства: 

,),,,-(),,,( rlllyry irir γγγγγγ −′−′′′′≥′′′
 

),(rMi∈  
,),,,-(),,,( rlllyry rr γγγγγγ −′−′′′′≥′′′  

),(),,,( ASrS ∈′′′ γγγ ).(),,,( ASrlllS ∈−′−′′′−′′ γγγ  
В (8) нелинейной является лишь r -я составляющая. Минимум (8) 

на множестве ))(( ASH x  можно получить за конечное число итераций, 
каждая из которых состоит в решении задачи с сепарабельной целевой 
функцией с линейными ограничениями. Пусть ( ) rme +−=  1γα , значения 
α  и ),  ,( rγ  однозначно определяются по формуле ( ) rme +−=   1γα .  

 21 



При минимизации (8), используя теорему 2, можно сужать область 
))(( ASH x , вводя после решения очередной задачи и получения значения  

))(,()),,,(),,,,,(( ASHrSArx x αγγγγγγ ∈′′′′′′ , 
)),(,()),,,()),,,(( ASHrlllSAlllx x αγγγλγγ ∈−′−′′′−′′−′−′′′−′′   

ограничения вида 
),,,,(),,,( ),(),(),( sxxslllx spqespqespqe γγγγγγ ′′′≤≤−′−′′′−′′  

,),,,(),,,( syysllly isisis γγγγγγ ′′′≤≤−′−′′′−′′
 

),(sMi∈  
),,,,(y),,,-( s sysllly ss γγγγγγ ′′′≤≤−′−′′′′

))(,()),,,(),,,,,(( ASHrSArx x αγγγγγγ ∈′′′′′′ , 
)),(,()),,,()),,,(( ASHrlllSAlllx x αγγγγγγ ∈−′−′′′−′′−′−′′′−′′ .1,...,2,1 −= rs  

Дадим теперь формальное описание процесса определения пла-
на ))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ , доставлявшего наименьшее значение 
функции (8). План ))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ  определим следующим 
алгоритмом.  

Алгоритм А1.  
Пусть ( ) rne +−=  1γα , положим ner ,...,2,1= , 1=t  и 

( ) ))((1 ASHH x= . Пусть план ( )( ) ( )tHSrx tt ∈),,( )(τ  минимизирует функцию  

,

][))(),((

1)(),( )( 11
),(),(),(

),(
)(

),(
\)(

),(
)(),(

),(),(

r

r

k
rkrk

rEpqe rMi

l

k
irirkirk

l

k
rkpqerkpqerkpqe

sss
sMi

issis
rASs

spqe
sEpqe

sspqer

ydydxd

ydydxdASAxF

∑∑ ∑ ∑∑

∑∑ ∑

=∈ ∈

′

=

′′

=

∈
′′

∈ ∈
′′′′

+++

+++=

λλλ

τθτθτθι

 

(9)  

 где 1),( =rkpqeλ , 1=irkλ , 1=rkλ  в (9), если выполняются условия 
[ )1)()( ,)( +′′′′∈ tktkqpr bbtx , [ )1)()( ,)( +′′∈ tktkir bbty , [ )1)()( ,)( +∈ tktkr bbty , иначе 0),( =rkpqeλ , 

0=irkλ , 0=rkλ  и меняются с изменением t  в интервале [0;1]. Значения 
( )τθ ′′′′ ,s , ( )τθ ′′ ,s , ( )τθ ,s  равны, соответственно, τ ′′ , τ ′ , τ , если 

[ )1,),1( +′′′′ ′′′′∈− ττα bbsxqps , [ )1,),1( +′′ ′′∈− ττα bbsyis , [ )1,),1( +∈− ττα bbsys  или 
определяются из условия [ )1),(),( ,),1( +′′′′′′ ′′′′∈− τθτθα ssqps bbsx , [ )1),(),( ,),1( +′′′′ ′′∈− τθτθα ssis bbsy , 

[ )1),(),( ,),1( +∈− τθτθα sss bbsy , где )),1((),1( sxsx qpsqps −′′=− ατα , )),1(( syis −′ ατ , 
)),1(( sys −ατ  максимальные значения неизвестных qpsx , isy , sy , получен-

ные в предыдущих итерациях ),( sτ . С увеличением числа итерации t  
значения переменных )(txqpr , )(tyir , )(tyr  уменьшаются, а их коэффици-
енты в функции (9) увеличиваются. 

Следовательно, через конечное число итерации решаются идентич-

ные задачи, так как коэффициенты при неизвестных qpsx , isy , sy , rs ≠  не 
меняются, т.е. мы получим допустимый план задачи (1) – (3)  
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=)),,(),,,(( ArSArx ττ =))(),(( tStx  
))(())1(),1(( ASHtStx x∈−−= , доставляющий минимум функции (8). 

Используя преобразования 1 – 3, определим локально оптималь-
ный план ))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ  в окрестности плана 

))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ  по следующему алгоритму.  
Алгоритм А2. 
Рассмотрим многогранник 

{ }








∈⊆∈≥== ∑
∈ )(

),(),(),( )(  ,),(  ,0 ,:)(),())((
ASs

spqepqespqex ASsEApqexaxASAxASH . 

Вычислим значения целевой функции (7) в некоторых опорных 
планах ))(()),(),,(( ASHAkSAkx x∈ , ,....3,2,1=k  смежных с 

))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ . Эти опорные планы удовлетворяют одно 
из условий (4) – (6). Если среди них найдется такой план, где значение (7) 
меньше чем ))(()),(),,(( ASHAkSAkx x∈ , то увеличим k  на единицу и пе-
рейдем к этому плану и рассмотрим некоторые опорные планы, смежные 
с ним и т.д. При каждом переходе в новый опорный план при помощи 
преобразования 1 – 3 значения целевой функции (7) строго убывает и 
число вершин многогранника (2) – (3) конечное, так что такой процесс 
окончится через конечное число шагов. Выполнение одного из таких ус-
ловий (4) – (6) с соответствующим изменением по цепочке 

))(()),(),,(( ASHAkSAkx x∈ , ,....3,2,1=k  выбранных вариантов определяет 
k -й смежный опорный план, рассматриваемый в процессе локального 
улучшения. План, получаемый в процессе последовательного улучшения, 
обозначим ))(()),,(),,,(( ASHArSArx x∈ττ .  

Приближенный оптимальный план задач (1) – (3) определим по 
следующему алгоритму. 

Алгоритм А. 
Шаг 0. Выбираются номера аппроксимации функции )( qpsqps xϕ , 

)( isis yf , )( ss yf , берем ,1=′′γ ,1=′γ ,1=γ  ,γ ′′ ,γ ′ γ - номера аппроксимации, номер 
дуги 1=r , ( ) 1 1 =+−= rneγα , Положим и ( ) )()(, SHASH xx =α .  

Шаг 1. Выбираются аппроксимации функции )( qpsqps xϕ , )( isis yf , 
)( ss yf , соответствующие значениям параметров ,γτ ′′=′′  ,γτ ′=′  γτ = , 
( ) 1 1 =+−= rneγα  и решается алгоритмом А1 задача минимизации 

функции (8), где  ),,,( τττι ′′′=  а затем аппроксимации функции )( qpsqps xϕ , 

)( isis yf , )( ss yf ,  ),,,( τττι ′′′=  соответствующие значениям параметров 
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 ),(  γτ ′′−′′=′′ l  ),(  γτ ′−′=′ l ),(  γτ −= l  и повторно решается алгоритмом 
А1 задача минимизации функции (8), и определяем два допустимых планов  

))(,()),,,,(),,,,,(( ASHArSArx x αγγγγγγ ∈′′′′′′ ,
)),(,()),,,,()),,,(( ASHArlllSAlllx x αγγγλγγ ∈−′−′′′−′′−′−′′′−′′  достав-

ляющих минимум функции (8). 
Шаг 2. Алгоритмом А2 определяются локально оптимальные пла-

ны в окрестности планов ))(,()),,,,(),,,,,(( ASHArSArx x αγγγγγγ ∈′′′′′′  в 
окрестности планов  

)),(,(),,,,()),,,(( ASHArlllSAlllx x αγγγλγγ ∈−′−′′′−′′−′−′′′−′′   
Шаг 3. Увеличиваем значения α  на единицу, значения α  и ),  ,( rγ  

однозначно определяются по формуле ( ) rne +−=  1γα . Вводим дополни-
тельные ограничения  

)},,,(),,,(
));(,1())(,(:))(,{())(,(

ryyrllly
ASHASxASxASH

rrr

xx

γγγγγγ
αα

′′′≤≤−′−′′′−′′
−∈=   

 

 Шаг 4. Проверяем условия завершения вычислительного процесса. 
Если выполняется одно из условий: 
а) )},({max

),,(
syb sAsSs

γ
γγ ∈

≥ ,  

б) }0),({min
),,(

>−≤
−∈− slyb sAslSsl γ
γγ ,  

в) ∑∑
∈−∈

≥−
),,(),,(

),(),(
AsSs

s
AslSs
s sysly

γγ

γγ , 

то переходим к шагу 6, иначе к следующему шагу 5.  
Шаг 5. Шаги 1 – 4 повторяем для всех ner ,....,2,1=  и  ),,,( τττι ′′′=  где 

 ),(,  γγτ ′′−′′′′=′′ l  ),(,  γγτ ′−′′=′ l ),(,  γγτ −= l  ],
2

[,...,2,1 l ′′
=′′γ

  
],

2
[,...,2,1 l′

=′γ   ]
2

[,...,2,1 l
=γ  

Шаг 6. Из множества полученных локально оптимальных планов 
))(()),,( ),,,(( ASHArSArx x∈ττ  для всех ner ,...,2,1=  и ),,( τττι ′′′= , 

),(,  γγτ ′−′′=′ l ),(, γγτ −= l  ]
2

[,...,2,1 l ′′
=′′γ , ]

2
[,...,2,1 l′

=′γ , ]
2

[,...,2,1 l
=γ  

выберем приближенный оптимальный план ))(())(),(( ASHASAx x∈∗∗  задачи 
(1)-(3) удовлетворяющий условию )),,(),,,((min))(),((

,
ArSArxzASAxz

r
ττ

τ
=∗∗ . 

Модифицированный в данной работе процесс определения приближенно-
го решения задачи (1)-(3), достаточно подробно изложен для решения 
многоэкстремальных задач типа размещения в работах [2 – 4]. Оценка ме-
тода определяет следующая теорема. 

Теорема 3. Если ))(),((x ASA ∗∗
 - допустимый план задачи (1)-(3), по-

лученный по алгоритму A, то имеет место неравенство  
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}{max))}(),(({min    ))(),((
]

2
1[)())(())(),(( γγ ssASsASHASAx

dd
ne
bASAxzASAxz

x

−≤− +∈∈

∗∗ , 

 где γ  определяется из условия γγ b
ne
b
<≤1-b . 

 
Алгоритм запрограммирован на алгоритмическом языке Паскаль 

(Delphi).  
За 30 минут получены различные локально-оптимальные планы 

задачи с параметрами: число сортировочных станций 17=m , число ваго-
нопотоков 136=mе . Первый локально-оптимальный план получен за 6 
минут. С увеличением числа итерации улучшается локально-оп-
тимальный план.  

На персональном компьютере получен план для 21=m , число ва-
гонопотоков 210=me  на языке VBA за 5 секунд. 
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НЯГЛИЙЙАТ АХЫНЫНЫН ТЯШКИЛИНИН ЧОХЕКСТРЕМАЛ  
МЯСЯЛЯСИНИН ТЯГРИБИ ОПТИМАЛ ПЛАНЫНЫН ТЯЙИНИ 

 
Б.И.ЯЛИБЯЙОВ, Е.А.МАМАЙЕВ 

 
ХЦЛАСЯ 

 
Шябякядя гювсляр вя дцйцн нюгтяляри цзря ахына гойулан мящдудиййят дахилиндя ва-

гон ахынынын планлашдырылмасы вя тяшкили мисалында ахынын планлашдырылмасынын оптималлашды-
рылмасы мясялясиня бахылыр. Гювсляри вя дцйцн нюгтяляри цзря ахынын хярълярини гейри-хятти 
функсийаларла щесабладыьы щалда бир синиф шябякянин синтези иля баьлы чохекстремал дискрет 
програмлашдырма мясялясинин еффектив тягриби щялли йолу верилир. Тягриби алгоритм мящду-
диййятлярин хяттиляшдирилмясиня ясасланыр. Бу ися дискрет програмлашманын тамдяйишянли мя-
сялясиня эятириб чыхарыр. Тягриби мясяляни щялли цчцн илкин мясялянин оптимал планына йахын 
планы гурмаг мягсяди иля икитяряфли итерасийа цсулу тяклиф олунур. Мясялянин щялл алгоритми-
нин шярщи вя цсулун еффективлийинин тяърцби щесабламаларла тящлили верилир. 

 
Ачар сюзляр: ахын мясяляляри шябякянин синтези мясяляляри, динамик програмлашдырма, 

гисмян тамдяйишянли мясяля, локал оптимал щялл, итератив алгоритм, няглиййат шябякяси, ва-
гон ахынын тяшкили, тяртибат планы, ахынын маршрутларынын тяртиб олунмасы 

 
DETERMINATION OF THE APPROACHED OPTIMUM PLAN OF  

MULTIEXTREMAL TASKS OF ORGANIZATION OF TRANSPORT FLOWS. 
 

B.I.ALIBEKOV, E.A.MAMAEV 
 

SUMMARY 
 
The effective approached method of the decision of multiextremal tasks of discrete pro-

gramming of a class of synthesis of networks with nonlinear functions of expenses on flows on 
arches and units of a network is resulted. The approached algorithm is based on linear approxima-
tion of restrictions, that allows to receive a partial - integer task of discrete programming. For the 
decision of the approached task the bilaterial iterative method of definition of the plan close to the 
optimum plan of an initial task is offered. Description of the algorithm of the decision of a task and 
analysis of the efficiency of the method on experimental accounts is received. 

 
Key words: flows on network, task of synthesis of networks, dynamic programming, partial-

integer task, local-optimum decision, iterative algorithm, transport network, routing of flows. 
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